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1. El modelo de regresion multiple

1.1. Introduccién

Cuando estudiamos la relacién entre dos variables (modelos simples), distin-
guiamos entre el andlisis de la correlacidon en que las dos variables eran alea-
torias y buscabamos una medida de la dependencia, que representdbamos
mediante el coeficiente de correlacion de Pearson ry vy, y el analisis de la re-
gresion, en la cual s6lo una de las variables (Y) era aleatoria (la que queremos
explicar), mientras que la otra (X) era fija y controlable por el investigador.

En un intento de ampliar el modelo de regresion, tendremos en cuenta la po-
sibilidad de explicar una variable Y (variable end6gena) a partir de diferentes
variables explicativas X,, ..., Xk (variables exdgenas). Ciertamente, este enfo-
que nos acerca mas a la realidad econdmica que se quiere modelizar, ya que
gran parte de las relaciones econdmicas son multivariantes. ;De qué factores
puede depender la inflacion de un pais? Tenemos presente que son muchas las
variables exdgenas: salarios, precios de las materias primas, presion fiscal, etc.
Nuestro objetivo es traducir estas relaciones econdmicas en modelos estadisti-

cos precisos y completos. 0

La precisidon implica establecer el tipo de ecuacibn matematica que re-
laciona las variables, y su cumplimiento exige que en el modelo se en-
cuentren todas las variables que contribuyen a explicarlo. En cambio, el
modelo econémico es impreciso por lo que respecta al tipo de relacion
e incompleto por lo que respecta a las variables que incluye:

inflacion = f (salarios, precios de las materias primas, presion fiscal...)

El modelo de regresiéon explicita la funcidn y utiliza una variable no
observable o perturbacion (u) que tiene, ademas de otras finalidades, la
de presentar el efecto sobre la variable enddgena entre todas las que, a
pesar de ser explicativas, han sido excluidas del modelo:

inflacion =b; + b, salarios + b; precios materias primas + b, presion fiscal +u

Antes de continuar, es necesario hacer algunas consideraciones con rela-
cion al modelo de regresion. En primer lugar, tenemos que decir que siem-

pre haremos referencia a modelos lineales:
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0 a modelos que sean cdmodamente transformables en ecuaciones lineales.
De hecho, en este punto la estadistica no ha avanzado lo suficiente como para
trabajar con éxito con otros tipos de funciones, de manera analoga a lo que
hicimos en la recta de regresion.

Asi, por ejemplo:

InQ=InA+alnL+bInK+u

es la ecuacion del modelo de regresion de la funcion de Cobb-Douglas estu-
diada en economia, donde Q es el volumen de produccion, L el factor trabajo
empleado y K el factor capital en las relaciones técnicas de produccion. Si uti-
lizamos InQ como variable enddégenay InL y InK como variables exdgenas, re-
sultard facil la estimacién del modelo.

Por otro lado, hay que entender la perturbacién u -como ya hemos dicho-
como una especie de cajon de sastre donde va a parar todo aquello que puede
contribuir a explicar el modelo, y que hemos excluido, y no sélo variables,
sino también los errores de medida u otros factores aleatorios que se puedan
producir y que no hemos controlado. Por tanto, u es la parte no determinista
del modelo que confirma el caracter aleatorio de la variable enddgena. 0

En este apartado del modelo de regresion multiple aprenderéis:
e Como se especifica el modelo de regresion multiple y como se expre-
sa en notacion matricial.

e CoOmo se estiman los parametros del modelo mediante los minimos
cuadrados ordinarios.

e Como se efectiian contrastes de hipdtesis sobre los parametros del
modelo.

e Como se evalta la bondad del modelo estimado.

1.2. Especificacion del modelo

Una generalizacion del modelo de regresion simple, que ya estudiamos, es el
modelo de regresion lineal multiple, en el cual relacionamos la variable que
queremos explicar Y (variable enddgena) con las K- 1 variables explicativas X5,
X3z, ..., Xk (variables exdgenas) por medio de la expresion:

La perturbacion...

... €s el componente erratico
del modelo y, por tanto, la des-
viacién entre las observaciones
reales de los fendmenos eco-
némicos y las observaciones
esperadas de acuerdo con este
modelo. En la perturbacién se
incluyen cuestiones tan dife-
rentes como los errores de me-
dida, la omision de variables
relevantes, la especificacién in-
correcta de la relacién funcio-
nal, el comportamiento
imprevisible de los individuos y
de los agentes econémicos,
etc.
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donde u es la perturbacion del modelo.

Si desarrollamos la ecuacién para cada observacion muestral, obtendremos el

sistema siguiente:

Y1 =Dby + by Xp1 + b3 Xgq +... + by Xyq + Uy
Yo =by + by Xpp + b3 Xgp + ... + by Xyo + Uy

Y, =by + by X5, + by X3, + ... + b Xk + U,

Seria el caso, por ejemplo, de querer explicar la renta (Y;) de los diferentes mu-
nicipios catalanes a partir de la cantidad de teléfonos instalados (X;), de la
cantidad de licencias comerciales (X3;), ..., de la recaudacion del impuesto de
circulacidon (Xg;) y de muchas otras variables que no se incorporan al modelo
(u;). Si partimos de una muestra representativa de n municipios, se generara
un sistema de ecuaciones como el que hemos descrito con anterioridad, a par-

tir del cual estimaremos la relacion lineal que presenta.

Este sistema de ecuaciones se puede expresar en términos matriciales, hecho

que debe facilitar el tratamiento operativo del modelo. Asi, podemos escribir:

5
6 e = o
a,1+ 1 Xo1 Xap ¥ Xy = gbf g@%
GYor _ 8 1 Xy Xgp ¥ X 2~ 8b3§ +gu2;
CYat CYy Yu Vi Yu Y4 < 81/% Ga
- - 4= -
g €1 Xon Xoo ¥ Xen g & = &Ung
&xg

lo cual permite escribir el modelo de manera general:

Y = Xb+u

donde Y es un vector (nx1) de observaciones de la variable enddgena, X es una
matriz (nxK) de observaciones de les variables exdgenas, b es el vector (Kx1) de
los coeficientes del modelo y u es el vector (nx1) de los términos de perturba-
cién.

Ejemplo:
Supongamos que estamos interesados en explicar los ingresos de los ingenie-

ros titulados recientemente que trabajan por cuenta ajena a partir de los afios
que hace que acabaron los estudios y del nimero medio de horas trabajadas.
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Hemos tomado una muestra de cinco de estos profesionales y hemos obtenido
los resultados que vemos a continuacion:

Ingresos/mes (miles de u.m.) Antigiedad (afos) Horas/semana
245,7 1 35
329,8 3 38
365,7 4 38
398,2 4 42
286,1 2 40

El modelo que queremos estimar presenta la relacion siguiente:
Y; = by + b, Xy + by X+ u;

y, en expresion matricial:

Y=Xb+u
?45,79 Zel 1350 ) 8@19
£329,87 $13 382 22 2
Y = ¢365,7+ X=¢1 4 38+ b= ch,+ U= Qug+
<398,2: €14 422 &2 G
$286,1; $12 40 &z

1.3. Estimacion minima-cuadratica de los parametros

Como hicimos en el modelo de regresién simple, estimaremos los parametros
del modelo mediante el método de los minimos cuadrados.

Se trata de buscar, de entre todas las ecuaciones que se pueden trazar, la
que minimice la suma de los cuadrados de los errores.

Si identificamos ei como el error del ajuste, es decir, como la diferencia entre la
observacién de la variable enddgenaY; y su estimacién mediante el modelo Yi,

tendremose; =Y; —Yiconi=1,2,...,n, que para el caso —-ya estudiado- de la
recta era:
Y ° V=a+px
Yi ° .
&
; .
o« >
°
°
°
X




& FUOC « P01/71075/00229 13 Anélisis multiple de datos

y para el modelo general sera:

€ =Y, - Y, =Y;- (b1 + boXy; + ... +bkXyq) 1=1,2, .00

que tiene la siguiente traduccién matricial:

e=Y-Y=Y-Xb

donde e es el vector de los errores, Y; es el vector de las estimacionesde Yy b
es el vector de los estimadores minimos-cuadréaticos de los pardmetros.

La suma de los cuadrados de los errores § e resulta de la expresion e’e, don-
de e’ es el vector e transpuesto:

Esta operacién admite una nueva formulacion, cuya demostracion es:

g'e = (Y- Xb)'(Y—Xb) = Y'Y - 2bX'Y + b'X'Xb

Un procedimiento idéntico al de la estimacion de los parametros de la recta de
regresion es el que tenemos que desarrollar para minimizar § e? =e'e; sinem-
bargo, ahora lo haremos trabajando con notacién matricial. El objetivo es en-
contrar la ecuacion que tenga una mejor adherencia a la nube de puntos, es
decir, coeficientes contenidos en el vector de estimadores que optimicen e’e. 0

X
N
b = GPzr

81/4;

Dz

Se puede demostrar que seria suficiente con la condicién necesaria dada para la
anulacion de las primeras derivadas. Esto nos llevaria, con calculo matricial, a:

fee — _oxy+2x'Xb =0
b
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Resulta la féormula directa para el calculo de los coeficientes estimados:

donde X’ es la matriz X transpuesta y (X’X)~* la matriz inversa X’X. Observad que
las operaciones X’X y X’Y nos las podemos ahorrar si tenemos en cuenta que:

gal 1w 18 gal Xor ¥ Xia
qu—glexzzl/“xzn: 81X221/4 sz::
C Yo YaYa¥a* CYYa Ve Y *
ngl Xz Y2 X¢n g g 1 Xon Ya Xen @
e o ° 6
¢ N aXy Yoo aXg s
- g a Xy é_X:i Ya é_XZiXKi:
g Ya YVa Ya Ya -
€ & Xai & XkiXai 4 & Ei [}
21 1w 12 ™2 F gy 0
XY= 8 Ko Xao ¥4 Xon - gYZZ _ g axziYi:
C Ya Yo Ya Yo T Ql/ztf c Ya +
ngl X2 ¥ Xin g gan gaXKiYib

Ademas, a partir de la derivada que hemos igualado a cero, obtendremos facilmente:

X'(Y-Xb) = X'e = 0

propiedad importante que demuestra que las estimaciones minimas-cuadraticas
implican la suma nula de los errores para los valores de cualquier variable exégena.

o1 1w 12 il T e o
X = g Xo1 Xgp ¥a KXo T+ 862: = g a Xz ::
C Va Ya Ya Va v Yot ¢ 4 =
ngl Xiz ¥s Xkn g &eng gaxK'eiéJ

Ejemplo

Si retomamos el modelo que hemos especificado con anterioridad:

Yi = by + b, X + b3 Xg + u;
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con

Y; = ingresos/mes, expresados en miles de u.m.,
X,j = antigiiedad en el oficio, expresada en afnos,
X3 = horas/semana trabajadas.

A partir de la informacidn que aportan los cinco ingenieros de la muestra te-

nemaos:
Y, = 16255 §YX, = 4.862,9 X2 =46
8 Xy = 14 8 Y Xy = 631969  § X2 = 7.477
éx3i = 193 é,XZiX3i = 549 n =

de donde calculamos :

® 5 14 1032
XX=¢ 14 46 5497
€193 549 7.477 g

1 _ € 76,650 2,3045 -2,1477 2
(XX)t = W[Adl XX)]" = g 2,3045 0,2450 -0,0775 *
& 2,1477 ~0,0775 0,0613 g

ge 1.625,5

XY =¢ 486291

€ 63.196,9 g

La estimacion de los parametros del modelo es:

. 240 20,8782 9
b = ¢o,r = (XX)IXY = ¢ 41,2649 *
&0 § 35928 o

lo cual nos lleva a la regresion siguiente:
Y = 70,8782 + 41,2649 Xy, + 3,5928 Xs;

que nos permite efectuar estimaciones de la variable endégena para los dife-
rentes valores muestrales de Xo; y Xj;.

Y Yi & =Y - Qi
245,7 237,891 7,809
329,8 331,199 -1,399
365,7 372,464 - 6,765
398,2 386,835 11,365
286,1 297,120 -11,020
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Podemos comprobar el cumplimiento de las identidades, salvando el hecho de

redondear los resultados:

Actividad

1.1. Podéis comprobar cémo la regresion lineal simple que ya estudiamos:
Y; = a+bX;+uy;

es un caso particular del modelo general y que las expresiones que resultan de los estima-
dores a partir de la formula general:

aao
¢t = (X'X)1XY
ebo

coinciden con las que se han obtenido para la recta de regresion:

w

A = Y-bX

o>
I
D%

1.4. Suma de cuadrados

Estimar un modelo es algo méas que estimar sus parametros; hay que evaluar
la calidad del ajuste del mismo, la precision de los estimadores, etc. Estas me-
didas complementan los célculos cumplidos en el subapartado anterior, per-
miten una lectura mas facil de los resultados y —lo que es méas importante—
proporcionan los instrumentos necesarios para realizar una inferencia estadis-
tica que valide o no el modelo, o bien para discutir la capacidad explicativa de

cada una de las variables exdgenas.

Hemos podido comprobar anteriormente la siguiente relacion:

Yi = Qi"'ei

donde \?i es la estimacién del modelo a partir del comportamiento de Xy;, Xg;,
..., Xk; Y & son los errores o residuos que se corresponden con la parte no ex-
plicada. También podemos ver, al asumir § e; =0, que las medias entre los va-
lores estimados y los valores reales de Y; coinciden:

Recordad...

... que —como ya hemos visto
en el subapartado 1.1- el com-
portamiento de la variable en-
dégena es el resultado de la
agregacion de un componente
determinista, obtenido por
medio de las variables ex6ge-
nas, y de otro componente de
tipo aleatorio, es decir, la parte
no explicada por las variables
exdgenas.
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No obstante, es posible demostrar la relacion entre varianzas:
$2 =83 +82

donde es necesario interpretar que la dispersidon que presenta la variable endoé-

gena Sg se puede descomponer en la dispersidon explicada por el modelo % y
en la dispersién no explicada por la regresion S2.

Actividad

1.2. Con los resultados obtenidos al final del ejemplo anterior, calculad Y, Y Sf , S%, S§
y demostrad el cumplimiento de las relaciones siguientes:

<>

Y = S2 =8¢ +¢7

Mas comodo que trabajar con varianzas puede ser utilizar expresiones equiva-

lentes, como las sumas de cuadrados que se expresan en el numerador de las

varianzas: 0

Asi, identificamos con SCT la suma total de cuadrados de las desviaciones de
Y, que es la medida de la variacion de Y:

SCT = & (Y;-Y)? = § Y/ -NY?

y, en expresion matricial:

SCR es la suma de los cuadrados de la regresion y mide la variacion de la parte
estimada del modelo:

SCR = & (Yi-Y)? = § Y2-NY?

Si utilizamos la notacién matricial, podemos escribir:
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SCE es la suma de los cuadrados de los errores y mide la variacion residual o
variacion de la parte no estimada:

_ 2 a2
SCE—a(-Z‘i

que, como ya hemos visto, resulta de:

Por otro lado, si se llega a la relacion entre las varianzas S5 = S5+ Sez, se lle-
gara sin dificultad a una relacion idéntica con la suma de los cuadrados:

SCT =SCR + SCE

que admite el calculo de cualquier variacion a partir del conocimiento de otras
dos.

1.5. Coeficiente de determinaciéon

La bondad del ajuste se deriva de la relacion entre la variacion explicada y
la variacion total a partir del lamado coeficiente de determinacion R2.

o bien con el uso de la identidad basica SCT = SCR + SCE:

_SCE
SCT

R2=1

que tenemos que interpretar como el complemento de la fraccion de la varia-
cién no explicada.

Sin tener que realizar grandes célculos, tendriamos que llegar, de manera intui-
tiva, a la conclusion de que 0 £R? £ 1. Observad que, cuando R? = 1 (SCT = SCR),
toda la dispersion de Y se explica por el modelo y que, en el otro extremo, cuan-
do R?2 = 0 (SCT = SCE y SCR = 0), hay que entender que el modelo no explica
absolutamente nada de Y.
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Asi pues, cualquier resultado entre 0 y 1 es técnicamente posible y, cuanto mas
grande sea R?, mas grande seré la bondad del ajuste; en este caso, se podra lle-
var a cabo una interpretacion porcentual del resultado multiplicando simple-
mente el coeficiente por 100 (R~ 100). 0

En el ejemplo que ya conocemos de los ingresos (Y) segun la antigiiedad (X5)
y las horas trabajadas (X5), obtendremos estos resultados:

SCT =14.839,4 SCR =14.480,1 SCE =359,3

Los tenemos que interpretar como medida de desigualdad entre los ingresos
de los ingenieros igual a 14.839,4, de los cuales 14.480,1 son imputables a la
antigiiedad en el oficio y a la cantidad de horas trabajadas, mientras que 359,3
representa la cantidad de la variacidon de ingresos no explicada por las varia-
bles exdgenas y que, por tanto, se puede asignar a otras causas. Expresado en
términos relativos, obtendriamos el siguiente coeficiente de determinacion:

SCR SCE

R2 = 1-=—===0,976
SCT

_SC—T:

que significa que el 97,6% del comportamiento de Y viene explicado por X, y
X3, al menos por lo que respecta a la muestra utilizada. Es muy importante no
extrapolar esta interpretacion mas alla del simple ajuste muestral; si hubiése-
mos alterado la muestra cambiando a los ingenieros encuestados o aumentan-
do el niimero de los mismos, R? podria también haber cambiado.

La R? mide Ginicamente la adherencia de la nube de puntos en la ecua-
cién estimada, y la calidad de esta adherencia se ve condicionada por el
tamario de la muestra. Légicamente, es mas facil conseguir buenos ajus-
tes con pocos datos que con muchos; incluso puede haber relaciones ca-
suales (que no tenemos que confundir con las causales) que inflen la R?.

En definitiva, vemos que es improcedente otorgar al coeficiente de determina-
cién unarelevancia que vaya mas alla de la simple medida de bondad del ajus-
te. Otra cosa distinta es que lo tengamos que utilizar como un elemento mas
para la construccién de estadisticos que permitan contrastar la validez del mo-
delo, como veremos mas adelante.

Actividad

1.3. Suponed que habéis observado en tres individuos unas variables que en apariencia
estan tan poco relacionadas como las siguientes:

Y = talla de pie,
X, = nimero de cigarros fumados al dia,
X3 = numero de hermanos.
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Se obtienen los siguientes resultados:

Y 3% &
41 0
37 5 1
42 10

Comprobad que, cuando estimamos el modelo de regresion,
Y = b, +b,X, +by;X;+u
se llega a un coeficiente de determinacion RZ2=1 y razonad que no es posible afirmar que

el comportamiento de Y esté determinado en un 100% por las variables X, y X3 para to-
dos los individuos de una poblacién.

1.6. Calculo de las varianzas de los estimadores

Una medida de la eficiencia de los estimadores 61 , 52 , 53, s BK se deriva de
su varianza var(f)l) , var(f)z) , var(ﬁg) Y var(BK) o de su desviacion estandar
561' SBZ’ s SBK

Este aspecto es importante porque los parametros poblacionales b; son fijos,
pero los estimadores b; toman diferentes valores de acuerdo con la muestra
con la que trabajamos.

Se trata de determinar la dispersién que pueden presentar (varianza o desvia-
cién estandar) con el fin de controlar la desviacidon que presente con respecto
a los coeficientes que se pretenden estimar. No es lo mismo un estimador que
proporciona resultados muy dispersos (varianza grande) con muestras diferen-
tes que otro que da resultados muy similares (varianza pequefia). Este ultimo,
se dice, es un estimador més eficiente que el anterior (tiene menos varianza

que el primero).

Més adelante veremos cdmo se puede calcular esta precision de los estima-
dores de forma anéloga a como lo hicimos en el caso de la recta de regresion.
Llegados a este punto nos falta, todavia, otro elemento: la varianza del tér-
mino de perturbacién s2 =var(u), que es basica en el momento de controlar
los resultados obtenidos, ya que mide la dispersion de la parte aleatoria del
modelo. La cuestion es que es imposible su calculo si tenemos en cuenta que
u; No es una variable observable como lo son Xy;, Xs;, ... , Xki-

La perturbacioén u; es una variable latente que esta presente, que esta en el mo-
delo, pero que no podemos observar. En todo caso, nos podriamos acercar a

partir de los errores o de los residuos del ajuste e;; podriamos demostrar que:
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es el estimador més adecuado de s?2.

Ahora ya podemos calcular las varianzas de los estimadores de los pardmetros

0, por lo menos, estimar las de la relacion:

gevar(f)l) 9
g var(bz) = = &% diag (X'X)?
S
e var(IaK) (4}

donde diag (X’X) * contiene los elementos de la diagonal principal de la matriz
(X’X) L.

A partir de aquel célculo se obtienen las desviaciones estandar de los estima-
dores de la siguiente manera:

S; =Avar(b) j=1,2 ..,k

by

Como ya hemos dicho, la estimacion del modelo va mas alla de la simple es-
timacion de los pardmetros b;; es necesario obtener medidas que faciliten la
lectura de los resultados y el andlisis posterior. Con los ingredientes encontra-
dos hasta ahora, la forma mas habitual de presentar el modelo en la literatura
estadistica seria:

Yi = by+ 62X2i + k33)(3i A BKiXKi

& 0@ 0 @| o &. 9

&b, 0,5 € bag e by

s2 R2

Continuando con el modelo que permite explicar los ingresos de los ingenie-
ros, podemos calcular la estimacion de la varianza del término de perturba-
cién:

o la estimacion de la desviacion estandar de las perturbaciones s = 13,4, que
también se utiliza mucho.

Si profundizasemos en el
analisis de la regresion,...

... veriamos que hay mas esta-
disticos que deberiamos incluir
en la presentacion de los resul-
tados, pero para el objetivo de
este curso es suficiente el deta-
lle al cual se ha llegado.
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Por lo que respecta a la estimacion de las varianzas de b, tendremos:

gevar(t;l) 9 R

g var(ﬁz) : = s2 diag (X'X)1 =

€ var(bs) 2

26,6505 0 Z13.770,2623 0
= 179,65¢ 0,2450 T=¢ 44,0143 *

g 00613 5 & 11,0125 g

y las desviaciones estandar:

861 = /13.770,26 = 117,346

S;, = +/44,0143 = 6,635
S;, = +/11,0125 = 3,318

lo cual nos permite presentar la estimaciéon del modelo de la manera habitual:

Yi = 70,8782 + 41,2649 X,; + 3,5928 Xs;
(117,346) (6,635) (3,318)
s =179,65 R?=0,976

Actividad

1.4. Suponed que durante ocho sadbados de la temporada de invierno hemos observado
las variaciones que vemos a continuacién en una estacion de esqui:

Y =cantidad de forfaits vendidos,
X, =grosor de nieve en la cota de 1.800 metros, medido en centimetros,
X3 = porcentaje de remontes en funcionamiento ,

y que se han obtenido los siguientes resultados :

Sab. 1.8 2° 3.6 4.° 5. 6.° 7 8.°

Y 3.030 | 4.770 | 4630 | 5910 | 5.860 | 2.090 | 5.670 | 6.090
Xo 110 180 150 200 200 100 190 220
X3 50 90 100 100 100 30 100 100

Estamos interesados en estimar un modelo de regresién lineal que permita explicar el na-
mero de forfaits vendidos segun la cantidad de nieve que hay en las pistas (cota 1.800) y
las instalaciones que estan abiertas; por eso, especificamos la relacion:

Y; = by + by X, + by Xy +Ya +u;
Comprobad que los calculos matriciales necesarios para la solucién del problema condu-

cen a:

8 1350 670 ©
X& = ¢ 1.350 241.500 120.700 *
€ 670 120.700 61.500 »
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& 530175 -0,01749 0,00925 °

(X&X)* = ¢ _0,01749 0,00035 —0,00050 *
€ 000925 ~0,00050 0,00089 7

8

38,050 2
X® = ¢ 6.866,500 * Y& = (19,624 3,504)
& 3.459,500 g

40

y que la estimaciéon del modelo es:

Y:i = —513,3+ 20,562X,; + 21,488 X,
(335,2) (4,132)  (6,586)
S =48,829 R2 = 0,984

1.7. Inferencia sobre los parametros del modelo

Los célculos efectuados hasta ahora responden a una estimacion puntual del
modelo y, en este momento, podria ser interesante ir un poco mas alla con el
fin de buscar intervalos de confianza para el comportamiento de los parame-

tros o bien para probar la validez de determinados valores hipotéticos.

La relacidn que hemos encontrado entre la variable enddgena Y y las variables
exodgenas X,, Xs, ..., X es el resultado de haber trabajado con la informacion
parcial que proporciona la muestra; l6gicamente, los coeficientes obtenidos no

coinciden necesariamente con los verdaderos coeficientes de la relacion lineal.

Si la muestra ha sido bien elegida y el método de estimacion es correcto, b y

b se parecerian mas o menos, pero dificilmente coincidirian.

Una situacion concreta

Un modelo para determinar el ahorro de las familias catalanas segin los ingresos, el tipo
de interés, etc., que se intenta estimar a partir de una muestra de 200 familias probable-
mente no coincidira con el resultado obtenido después de haber analizado todas las fa-
milias del pais; pero en cambio si que podremos buscar, con un nivel de confianza
prefijado, intervalos para los parametros poblacionales. Tal como lo hicimos cuando que-
riamos estimar una media, una proporcién o la pendiente de la recta de regresién, ten-
driamos que partir de un estadistico de prueba del cual derivaran la estimacion del
intervalo o la contrastacion de hipotesis.

Supongamos para el caso de los estimadores de los parametros de un modelo
de regresion lineal (51, 52, 63, E)K) el. estadistico de distribucién t de Stu-
dent con n (tamafo de la muestra) menos K (nimero de parametros de la ecua-
cion del modelo) grados de libertad:
b~ b, .
% ~t,« con j=1,2, .. K

g
En la distribucion t de Student es posible encontrar dos puntos centrados en
el valor cero y, por tanto, opuestos en el signo, * t,,», que acoten un area pre-

determinada o un nivel de confianza 1 — a (gréafico al margen).
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Puesto que el estadistico mencionado presenta aquella distribucion, existe una

probabilidad de 1 — a de que tome valores entre aquellos dos puntos:

P{tm£%£tm} =1-a

bj

donde es posible aislar el parametro poblacional b; de la manera:

P[B;-tmsﬁj£bj£6j+tmsﬁj] - 1-a

lo cual nos permite afirmar que b; (coeficiente de regresion entre Y; y X en el
modelo) es desconocido, pero que tenemos un grado 1 - a de confianza de que

pertenece al intervalo que tenemos aqui:

El margen de error o la precision de la estimacion cambia + t,, SB,- de acuerdo
con el nivel de confianza y con la desviacidn estandar de Bj . No es lo mismo
hacer una estimacion que tenga una fiabilidad (confianza) del 80% que otra
del 99%:; cuanto mas alto sea el nivel de confianza, mas recorrido tendremos

que contemplar para los posibles valores de b;:

D(1- a)® Dt,,, ® Dmargen de error

De la misma forma, tenemos que entender que, cuanto menos eficiente sea la
estimacion, es decir, cuanto mayor sea la desviacion estandar bj, mayor seré

también el margen de error de la estimacion:

DSBj ® D margen de error

Ejemplo

Si partimos de la estimacion efectuada con los datos que se proporcionaban

en la actividad de la estacion de esqui:

Y: =-513,3 + 20,562X,; + 21,488 Xs;

Intuitivamente,...

... también podriamos llegar
a la conclusién de que,

en igualdad de condiciones,
las muestras mas grandes
proporcionan intervalos

de precision mayores (es
decir, intervalos menores).
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donde recordamos que:

Y; = cantidad de forfaits vendidos,
X,i = grosor de nieve en la cota de 1.800 metros, medido en centimetros,
Xz; = porcentaje de remontes en funcionamiento,

queremos estimar, al 95% de confianza, un intervalo para b,, es decir, para el
incremento de esquiadores a que da lugar un centimetro mas de nieve en las
pistas.

Con una muestra igual a 8 (n = 8) y tres parametros por estimar (K = 3), busca-
mos los puntos criticos en la ley t de Student de (n - K) =5 grados de libertad
y nivel de confianza de 1 - a = 0,95 (nivel de significacidon a = 0,05). Estos va-
lores son:

+1t,,=%2571
El intervalo sera, por lo tanto:
b, T 20,562 + 2,571 4,132
lo cual implica, finalmente, el intervalo:
9,939 £ b, £ 31,185

resultado que hay que interpretar como pronéstico del aumento de forfaits
vendidos por cada centimetro mas de nieve y que tiene un 95% de probabili-
dad de ser acertado.

Actividad

1.5. También podéis estimar el intervalo de confianza al 95% por el parametro bj, coefi-
ciente que relaciona Y con X3. Comprobad, para finalizar, que éste es:

4,555 £ b £31,185

A partir del estadistico:

también podemos efectuar contrastes sobre los parametros:

1) Yasea en caso de hipotesis simples con solucion bilateral: 0
Ho : by = by
Hy byt b

b'S;bL I (~typ; tip) ® rechazo de Hy

bj
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2) O bien en caso de hipotesis compuestas con pruebas unilaterales:

Ho : bj = b
Hy i by <bj
b b
TL <-t,® rechazo deH,
bj
Ho : bj= by
Hy i by > by
b~ b?

L >t, ® rechazo de Hy

b;

En este caso, t, es el punto critico que determina una sola cola con &rea a para
el rechazo de la hipdtesis nula.

Ejemplo

Imaginaos que se ha disefiado un modelo de demanda para un producto gy de
acuerdo con el precio del producto Py, con el precio de otro producto Py y con
un nivel de renta disponible RD:

dy = f(Py, Px, RD)

y que el tratamiento estadistico del modelo aconseja tomar las variables en lo-
garitmos de manera que :

Ingy = by + by INPy + by INPx + by INRD + u

donde ahora Ingy es la variable enddgena e InPy, InPx y INRD, las variables ex6-
genas; por lo que respecta a los coeficientes, tienen la lectura econémica que
encontramos a continuacion:

b, = elasticidad-precio directa de la demanda,
b; = elasticidad-precio cruzada de la demanda,
b, = elasticidad-renta de la demanda.

Suponed que después de observar veinticuatro zonas de mercado hemos llega-
do a la estimacion:

Ingy = 2,243 + 0,767 InPy - 0,426 INPy + 0,964 INRD
(0,032)  (0,060)  (0,105) (0,118)

§2=21,431 R2=0,886

Investigacion
economeétrica

Existe una cierta unanimidad a
la hora de fijar los inicios de la
investigacion econométrica en
el andlisis de la demanda de
bienes de consumo.

H.L. Moore, M. Ezaquiel,

E. Working y M. Schultz, en-

tre otros, son los que contribu-
yeron mas, en los afios treinta,
a estos tipos de estudios.
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Si operamos con una significacion del 5% (95% de confianza), nos planteamos
cuestiones relativas a la funcién de la demanda a partir de sus elasticidades.

En primer lugar, queremos saber si se trata de un producto de demanda abso-
lutamente rigida (elasticidad-precio directa de la demanda igual a cero), hecho
que tenemos que rechazar porque:

Hyp:by=0
Hi:b,* 0
bo-b; _ 0767-0 _

= = 12,783 | +2,086
;. 0,060

donde 2,086 es el punto critico t,,, encontrado en unat de Student de 20 gra-
dos de libertad y una significacion del 5%.

También pensamos que, a pesar del resultado obtenido (63 < 0), los dos pro-
ductos no son complementarios, es decir, que incrementos de Py no implican
disminuciones en la demanda qy; por tanto, la elasticidad-precio cruzada es
positiva o nula (b3 2 0):

Hp: b33 0
Hy: b3 <O

b3—b§ _ -0,426-0 = _ 4057 < -1.725

S; 0,105
3

en que - t, = - 1,725 en la prueba en una sola cola. Por tanto, tenemos que
rechazar la conviccién de que son productos sustantivos.

Para finalizar, queremos saber si la demanda se puede comportar como un
bien de lujo atendiendo a la dicotomia de elasticidades-renta de la demanda:

elasticidady £ 1 ® producto de primera necesidad
elasticidady 3 1 ® producto de lujo

Ho:bs3 1
Hi:by<1
ba—b; 0,964-1 _

= = - 0,305 > - 1,725
S;. 0,118

Este resultado no nos permite rechazar una elasticidad mayor o igual a la uni-

dad, por lo cual no se puede descartar que se trate de un producto de lujo.

1.8. Contrastes sobre la capacidad explicativa de las variables

Construir un modelo puede ser mas o menos laborioso, pero siempre nos po-
demos inspirar en las leyes econdmicas, en las financieras, etc., para especifi-
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car relaciones funcionales entre variables. Incluso, podemos ir a buscar
modelos analizados por otros investigadores en ambitos similares y, en el peor
de los casos, siempre queda el recurso de improvisar un modelo con un mini-
mo de coherencia.

Sin embargo, cualquiera que sea la fuente de especificacion empleada, es inex-
cusable validar de forma estadistica el modelo y comprobar la capacidad ex-
plicativa de todas las variables que hemos incorporado.

Dejemos el analisis conjunto del modelo para més adelante, y centrémonos en
la discusidn individual de las variables pretendidamente explicativas. Un con-
traste de hipdtesis sencillo puede resolver este problema.

Si el coeficiente b; que vincula la relacion entre X; e Y puede ser cero, quiere
decir que X; puede no tener ningun efecto sobre Y; entonces, diremos que X;
no es una variable explicativa en el modelo. 0

Basta con presentar las hipotesis alternativas para todos los parametros funcio-
nales b,, bs, ..., by, (b; es el término independiente y no se encuentra asociado
a ninguna otra variable):

Ho : b; =0 (X no es explicativa)
Hy 1 0 (X es explicativa)

La hipdtesis simple tiene respuesta a partir del estadistico del contraste en una
prueba de dos colas:

S—bl I *t,, ® rechazamos H,
bj

0, mas comodamente todavia, con el punto critico de signo positivo de la t de
Student:

bl t.» ® rechazamos Hg,

bj

Actividad
1.6. Si recuperais el ejemplo donde pretendiamos explicar los ingresos de los ingenieros
segun los afios que hace que acabaron la carrera y segun la cantidad de horas trabajadas
por semana, veréis que la estimacion obtenida a partir de una muestra de cinco observa-
ciones era:
Y1= 70,8782 + 41,2649Xy; + 3,5928Xs;
(117,346) (6,635) (3,318)

§2 =179,65 R%2=0,976

Recordad que...

rechazar Hq quiere decir que
la variable X; es explicativa
en el modelo.




a4 FUOC = P01/71075/00229 29

Anélisis multiple de datos

¢Podemos afirmar que X, es una variable explicativa en este modelo? ¢Y X3?
Comprobad que, con una significacion del 5%, la respuesta es positiva en el primer caso
y negativa en el segundo.

Recordemos también que la distribucion t de Student es asintdticamente
normal; esto quiere decir que con muestras grandes (muchos grados de liber-
tad) se puede utilizar perfectamente la ley N(0,1) para generar los puntos cri-
ticos. Asi, con muestras de mas de 50 observaciones, como pueden ser las que
se utilizan en la mayoria de los estudios de mercado, en los controles de ca-
lidad, en las encuestas de opinion, etc., y con un nivel de confianza del 95%,
que es el habitual en estos casos, el punto critico seria, de manera aproxima-
da, 2 (t,» = 1,96). Esto permite analizar la significacion de las variables sin
tener que emplear las tablas segun si el estimador j toma, para la muestra con
la cual se trabaja, un valor de mas del doble de su desviacion estandar E)j o
no lo hace.

1.9. Contrastacion conjunta del modelo

Acabamos de ver si de forma individual las variables exdgenas del modelo con-
tribuyen a explicar Y. Logicamente, si se detectan variables explicativas, el mo-
delo también lo sera. Sin embargo, no tiene que acontecer necesariamente lo
contrario: un modelo puede pasar positivamente un contraste de validacion y
quiza ninguna de las variables sea relevante individualmente; hay muchos fac-
tores que pueden explicar esta paradoja, pero ahora no entraremos en ello. 0

El hecho de demostrar si un modelo es 0 no explicativo implica plantear la hi-
potesis nula y la hipdtesis alternativa:

donde Hg significa que el modelo, en conjunto, no es explicativo.

El proceso de contrastacion se basa en la misma técnica del analisis de la va-
rianza que reasigna la variacion total (SCT) a dos componentes: la variacion
explicada (SCR) y la variacidon no explicada o residual (SCE); resulta de aqui un
estadistico F de Snedecor para el cumplimiento de la prueba.

El siguiente cuadro retine los calculos necesarios para la obtencién del estadis-
tico de prueba y para la contrastacion posterior.

Fuente de variacion Suma de cuadrados Grados de libertad Media
Xo, X3, -y Xk SCR K-1 SCR/(K- 1)
e SCE n- K SCE/(n- K)

Y SCT n-1
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¢Hasta qué punto el grupo de variables exdgenas es suficientemente importan-
te en la explicacion de Y? La respuesta deriva del test siguiente:

>F, ® rechazamos Hg (modelo explicativo)

donde F, es el punto critico de la ley F de Snedecor con (K - 1)(n - K) grados
de libertad, que deja una cola superior con el area a:

Para acabar el ejemplo de los ingresos de los ingenieros, donde entre otros cal-

culos teniamos:

n=5 K=3
SCT =14.839,4 SCR = 14.480,1 SCE = 359,3

elaboramos el cuadro siguiente de analisis de la varianza a partir del cual po-

dremos obtener el estadistico para la contrastacion:

Fuente de Suma de Grados de Media
variacion cuadrados libertad
X5 X3, 14.480,1 2 7.240,05
e 359,3 2 179,65
Y 14.839,4 4
SCR
K-1 _ 7.240,05 - 40"
SCE 179,65 '
n—-K

Por otro lado, la distribucion F con 2,2 grados de libertad proporciona el punto
critico F; =19 con una significacion del 5%, y puesto que 40,3 > 19, tenemos
que rechazar la hipétesis nula de no-significacion conjunta del modelo, lo cual

no quiere decir que cada una de las variables que lo integren sea relevante.

Actividades

1.7. Justificad de manera analitica la siguiente identidad que tiene que permitir utilizar
de manera indistinta una u otra expresion para los contrastes de relevancia conjunta del

modelo.
SCR
K-1 _ R?(n-K)
SCE (1-R?)(K-1
n-K

Demostrad, en el ejemplo que acabamos de resolver, cdmo ambas férmulas proporcio-
nan el mismo resultado (40,3).

1.8. Con el objetivo de validar como indicadores del desarrollo econémico de una region
—aproximado por su renta disponible (YD)- los siguientes: nimero de entidades de cré-
dito (bancos), inversién industrial anual (inv. ind.) y densidad de poblacién (dens. de po-
bl.), se ha estimado este modelo de regresion:

YD = by + b, bancos + bs inv. ind. + by dens. de pobl. + u
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con datos referentes a las cuarenta y una comarcas del Principado.

Los resultados han sido:

Regresor 6; S;
Constante -8,19 3,39
Bancos 0,52 0,04
Inv. ind. 8,08 1,19
Dens. tel. 0,02 0,01

F“e!‘te. ,de Sumas
variacion

Modelo 3.647.808,0
Residuos 10.380,8
Total 3.658.189,0

Calculad las medidas necesarias para rechazar o no la significacion individual de cada
uno de los regresores y la bondad conjunta del modelo. Razonad también los signos
de las estimaciones de los parametros.

La solucion a la cual llegaréis sera:

Regresor Estadistico t-Student
Constante -2,42
Bancos 13,00
Inv. ind. 6,79
Dens. de pobl. 2,00
Fuente de Grados de .
variacion SUIMES libertad el
Modelo 3.647.808,0 3 1.215.936,0
Residuos 10.380,8 37 280,562
Total 3.658.189,0 40 4.333,93
R% = 0,997

Observad que los tres coeficientes son estadisticamente significativos: estadistica-
mente diferentes de cero. Puesto que tpj > 2, tenemos que rechazar la hip6tesis nula
Hg: bj = 0. Para analizar la significaciéon global del modelo, debemos recurrir al esta-
distico F. Teniendo en cuenta el valor que toma, muy superior al valor critico que da-
ria una distribucion Fz 37 = Fx . 1, . k; también tenéis que rechazar la hipétesis no-
significativa conjunta. El coeficiente de determinaciéon R? muestra, igualmente, un
ajuste de los datos al modelo que se considera.

En altima instancia, hemos visto que todos los coeficientes estimados presentan sig-
no positivo, lo cual quiere decir que existe una relacién positiva entre la variable que
hay que explicar, la renta disponible de la comarca y las variables explicativas: enti-
dades bancarias, inversién y densidad de poblacién. Por tanto, un incremento en al-
guna de estas variables seria un indicador de un incremento del nivel de renta
disponible de una region.
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1.9. Los datos siguientes correponden al nivel de produccion Q en millones de unida-
des, al nimero de trabajadores L, a la cifra de inversiones K en miles de unidades mo-
netarias y a los logaritmos neperianos de estas variables, sobre una muestra de diez

empresas de media dimensién de una actividad industrial:

Q L K InQ InL InK
1 9,80 57 107 2,28238 4,04305 4,67283
2 10,55 59 117 2,35613 4,07754 4,76217
3 12,42 67 138 2,51931 4,20469 4,92725
4 18,11 75 211 2,89646 4,31749 5,35186
5 10,78 61 120 2,37769 4,11087 4,78749
6 11,00 59 125 2,39790 4,07754 4,82831
7 17,82 68 203 2,88032 4,21951 5,31321
8 13,43 49 197 2,59749 3,89182 5,28320
9 6,89 38 86 1,93007 3,63759 4,45435
10 9,51 45 95 2,25234 3,80666 4,55388

Nos planteamos la estimacion del modelo que permite explicar el nivel de produccion a
partir de otras dos variables, en primer lugar, especificando una relacion lineal del tipo:

y, en segundo lugar, en un intento de mejorar la capacidad explicativa del modelo por

Q=by+byL+bgK+u

medio de la relacién linealizada

Haced las dos estimaciones de forma completa para poder comparar ambos modelos. Os

INQ=InNA+ginL+1 InK+v

tienen que salir al final los siguientes resultados:

En el caso del primer modelo:

Q =-1,97 + 0,104 L + 0,0572 K

La funcién
de produccion...

... de Cobb-Douglas:
Q=ALIK
se utiliza mucho en economia
para vincular el producto final
con los factores de produccion,
gracias a las propiedades opera-
tivas que poseen y a la buena
adherencia que presenta tanto
en datos microeconémicos
como en datos macroeconémi-
COs.

La suma de sus coeficientes
(g+1) determina el grado
de homogeneidad de la fun-
cién y permite distinguir si la

Predictor Coef. Desv. est | Estadistico t empresa o la actividad tiene
economias o diseconomias
Constante -1,972 1,443 -1,37 de escala.
L 0,10373 0,03125 3,32 Rendimientos crecientes:
K 0,057237 0,00753 7,59 g+l >1
Rendimientos constantes:
$ =0,8253 R-cuadrado = 95,9% g+l =1
Rendimientos decrecientes:
Fuente GL sc Media F g+l <1
Regresiéon 2 110,392 55,196 81,04
Error 7 4,768 0,681
Total 9 115,159
Y para el segundo modelo:
INQ =-2,66 + 0,449 InL + 0,673 InK
Predictor Coef. Desv. est Estadistico t
Constante —-2,6598 0,4387 - 6,06
InL 0,4492 0,1418 3,17
InK 0,67324 0,09102 7,40
$ =0,06625 R-cuadrado = 96,0%
Fuente GL SC Media F
Regresion 2 0,73458 0,36729 83,70
Error 7 0,03072 0,00439
Total 9 0,76530
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Actividad

1.10. A continuacidn tenéis datos correspondientes a los diez distritos de Barcelona (Ciu-
tat Vella, Eixample, Sants/Montjuic, Las Corts, Sarria/S. Gervasio, Gracia, Horta/Guinar-
dé, Nou Barris, San Andrés y San Martin), con las siguientes variables:

Y - Precio medio de venta de viviendas de primera mano (u.m./mz).
X, - Verde urbano/superficie.

X, — Oficinas de La Caixa por cada 1.000 habitantes.

X3 — Escuelas por cada 1.000 habitantes.

X4 — Tasa de paro (parados/poblacion activa).

Se trata de analizar si existe una relacién de dependencia entre la primera de las variables,
el precio de las vivienda y las cuatro restantes, que tienen que ver, respectivamente, con
los espacios verdes, con el nivel de servicios y con el estatus socioecondmico de los dis-

tritos:

Y Xy X X3 Xa
210.684 0,13 0,530 0,386 0,162
244.061 0,06 0,489 0,350 0,090
213.413 0,13 0,318 0,412 0,122
266.222 0,09 0,468 0,412 0,077
368.519 0,03 0,513 0,688 0,067
253.706 0,08 0,373 0,443 0,099
214.435 0,06 0,293 0,477 0,112
204.205 0,10 0,281 0,408 0,133
193.401 0,07 0,297 0,400 0,116
199.646 0,13 0,369 0,350 0,129

Los resultados que encontraréis muestran que la primera variable explicativa —los espa-
cios verdes— no es significativa, mientras que las otras si que lo son. Por otro lado, el mo-
delo es significativo en su conjunto. Hay que destacar el signo negativo del parametro
que acompafa la variable referida a la tasa de paro e indicar que en los distritos con un
paro mas elevado el nivel socioeconémico es mas bajo y los precios de las viviendas son
mas bajos.



